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Предложен унифицированный формализм, позволяющий вывести выражения для параксиальных двумерных гауссо-
воподобных световых пучков Куммера-Гаусса и Гельмгольца-Гаусса и установить взаимосвязи между ними. Сформу-
лированы простые условия их физической реализуемости. Найдены новые типы пучков Куммера-Гаусса. Такие пучки 
описываются произведением гауссиана на функции Куммера комплексного аргумента и неотрицательного целочис-
ленного индекса n. 
 
Ключевые слова: параксиальные пучки, пучки Эрмита-Гаусса, пучки Куммера-Гаусса, пучки Гельмгольца-Гаусса, гаус-
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The unified formalism which allows to deduce expressions for paraxial two-dimensional Gaussian-like light Kummer-Gaussian 
beams and Helmholtz-Gaussian beams is offered. This formalism also allows to discover correlations between them. Simple 
conditions of their physical realizability are formulated. New types of Kummer-Gaussian beams are discovered. Such beams 
are presented by the Gaussian product on the function Kummer of the complex argument and nonnegative integer index n. 
 





В настоящее время наблюдается всплеск 
интереса к поиску новых решений для оптиче-
ских полей. Наибольший интерес представляют 
узконаправленные (пучковые) решения, реали-
зуемые экспериментально [1]–[2]. Такие пучки 
часто можно считать параксиальными. К ним 
относятся  гауссовы пучки [1], пучки Эрмита-
Гаусса [1]–[3], Лагерра-Гаусса [1], Бесселя–
Гаусса [4] и многие другие [2]–[9]. Обычно для 
вывода таких пучков используют различные 
подходы, что затрудняет установление взаимо-
связей между ними. 
В настоящей работе предлагается унифици-
рованный формализм, позволяющий вывести 
выражения для гауссовоподобных пучков разных 
типов и установить взаимосвязи между ними. 
 
1 Фундаментальная гауссова мода 
Для монохроматических волн вида 
( , ) ( )f r t f exp i tω= −  скалярное параболическое 
уравнение, описывающие параксиальные свето-
вые пучки, имеет вид [3] 
2 2
, ,( 2 )x x y y zik f∂ + ∂ + ∂ = ,0  
где 0 0, .k k n k cω= =
0
 
 Ограничимся двумерными пучками, полагая  
 Тогда двумерное скалярное параболи-
ческое уравнение, характеризующее амплитуду f 
узких световых пучков, приобретает форму 
0.y f∂ =
2
,( 2 )x x zik f∂ + ∂ = .                  (1.1) 
Целесообразно перейти к безразмерным пере-
менным. Используем характерные линейные ве-
щественные размеры пучка: поперечный  (ра-
диус пучка в перетяжке) и продольный  (рэле-
евская длина, или, по-другому, конфокальный 




0 0/ , / , 1X x w Z z z L iZ= = = +
0
.    (1.3) 
Теперь параболическое уравнение (1.1) приобре-
тает простейшую форму 
2
,( 4 )X X L f∂ − ∂ = .                   (1.4) 
Это уравнение имеет множество решений, 
но  только  одно  фундаментальное  решение  
(гауссиан)  
2( , )G X L exp X /L L= −( ) .         (1.5) 
Данное решение удовлетворяет физическим 
принципам:  при  и квад-
ратично интегрируемо. Гауссиан явля-
ется [1] двумерной основной гауссовой модой. 
Полное поле светового пучка при этом имеет вид 
( , ) 0G X L → X → ±∞
( , )G X L
0 ( )E E G exp i k z tω= −( ) . 
 
2 Гауссовоподобные  моды  высших  по-
рядков 
Для нахождения более сложных решений 
параболического уравнения (1.4) (гауссовопо-
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добных мод высших порядков) введем подста-
новку 
( , ) ( , ) ( , ).f X L G X L h X L= ⋅                (2.1) 
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Здесь на некоторую функцию  наклады-
вается гауссова функция . Будем пола-
гать, что по-прежнему 
( , )h X L
( , )G X L
( , )f X L  ограничена и 
квадратично интегрируема. Поэтому пучки, опи-
сываемые функциями ( , )f X L , будем называть 
гауссовоподобными световыми пучками. 
Новая функция  удовлетворяет сле-
дующему дифференциальному уравнению 
( , )h X L
2
,
4 4 0X X X Lh X h hL
∂ − ∂ − ∂ = .                (2.2) 
Для решения последнего уравнения введем не-
линейную замену переменных 
1( ) ( ) ,X L X a L=                      (2.3) 
где  – некоторая функция от L. Тогда 
 удовлетворяет уравнению 
( )a L
1( , )h X L
1 1 1
2 2 2
, 4X X X Lh c X h a h∂ − ∂ − ∂ =0 ,        (2.4)  





⎛ ⎞−= ∂⎜⎝ ⎠
2) .a ⎟
t
                  (2.5) 
Уравнение (2.4) при произвольной зависимости  
 не имеет известных аналитических реше-
ний. Оно решается, если множитель с
( )a L
2  в (2.5) не 
зависит от L и является некоторой комплексной 




2 2 2 2
1( ( )) 2 .a L c L L q= +                   (2.6) 
Здесь  – некоторый комплексный параметр. 
Решения уравнения (2.4) описывают параксиаль-
ные гауссовоподобные моды высших порядков и 
принципиально различаются при c=0 и при c≠0 . 
1q
 
3 Пучки Куммера-Гаусса с комплексным 
аргументом 
Если , то функцию  можно пред-
ставить в форме 
0c ≠ ( )a L
( ) (1 ) 2,a L c L pL= +                     (3.1) 
где 2 212 ( )p q c=  – другой комплексный пара-
метр. 
Целесообразно в уравнении (2.4) путем за-
мены 
2 1 2 (1 )X cX X L pL= ≡ +           (3.2) 
перейти к новой переменной 2X : 
2 2 2
2
, 22 4 (1 )X X X Lh X h L pL h∂ − ∂ − + ∂ =0 .   (3.3) 
Положим 
2 2 2 3( , ) ( ) ( )h X L h X h L= ⋅ .              (3.4) 








ν= − +               (3.5) 
2 2 2
2
, 2 2 2 22 2X X Xd h X d h hν 0− + = ,      (3.6) 
где ν – постоянная разделения переменных, в 
общем случае комплексная. 
Решение уравнения (3.5) имеет вид 
/ 2
3
1( ) pLh L
L
ν+⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠ .                  (3.7) 
Решения уравнения (3.6) выражаются через 
функции Куммера M и U [10]–[13]: 
2
2 2 1 2 2
1 3( ) , ,
2 2 2
h X A X M Xν⎛ ⎞= ⋅ ⋅ − +⎜ ⎟⎝ ⎠
2
1 2 2
1 3, , .
2 2 2
B X U Xν⎛ ⎞⋅ ⋅ −⎜ ⎟⎝ ⎠  
Так как  является [11] многозначной функци-
ей, то здесь удобнее [10] представить общее ре-
шение для  скалярной амплитуды гауссо-
воподобного пучка через одну конфлюэнтную 
гипергеометрическую функцию 
U
2 2( )h X
1 1F  [11] (функ-
цию Куммера M ): 
2
2 2 2 1 1 2
1 3( ) , ,
2 2 2





B F Xν⎛⋅ −⎜⎝ ⎠
⎞⎟ ,                 (3.8) 
где А и В – произвольные постоянные. 
Общее решение для амплитуды  
скалярного гауссовоподобного пучка при произ-
вольных значениях индекса 
( , )f X L
ν  имеет вид 
( )2 / 2
2 2
1( , ) ( )
exp X L pLf X L h X
LL
ν− +⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠ . (3.9) 
Зависимость функции  от поперечной 
координаты Х определяется функциями Куммера 
и Гаусса, поэтому такие пучки, определяемые 
формулами (3.8) и (3.9), естественно назвать 
пучками Куммера-Гаусса. Выражения (3.8), (3.9) 
пригодны при произвольных комплексных зна-
чениях параметров p и 
( , )f X L
ν . Пучки Куммера-
Гаусса являются обобщением пучков Эрмита-
Гаусса с комплексным аргументом [2], [5], [6], 
[8], [9]. Конечно, пучки Куммера-Гаусса можно 
было бы также назвать гипергеометрически-гаус-
совыми пучками, поскольку функция Куммера М 
– это конфлюэнтная гипергеометрическая функ-
ция 1 1F  [11]. Однако пучки Куммера-Гаусса су-
щественно отличаются от гипергеометрически-
гауссовых пучков, введенных в [14], [16]. 
При 0,1,2,...ν ≠  функцию  можно 
выразить также через функции параболического 
цилиндра 
2 2( )h X
Dν  [11]: ( )2 2 2 2 2 2( ) ( 2 ) ( 2 )h X A D X B D Xν ν= ⋅ + ⋅ − ⋅  
2
2( 2exp X⋅ ).                   (3.10) 
Скалярные параксиальные двумерные гауссовоподобные световые пучки 
 
Функции параболического цилиндра связаны с 
функциями Эрмита [11]: ( ) ( )/ 2 22 22 2 / 2 (D X exp X H Xνν ν−= − ⋅
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2 ),  
поэтому функцию  можно выразить также 
через функции Эрмита [12] 
2 2( )h X
2( )H Xν  и 
2( )H Xν − комплексного аргумента: 
2 2 2 2( ) ( ) ( )h X C H X D H Xν ν= ⋅ + ⋅ − .     (3.11) 
Общее решение для амплитуды  
скалярного гауссовоподобного пучка при ком-
плексных значениях индекса 
( , )f X L
0,1,2,...ν ≠  можно 
выразить через функции Эрмита (3.11). Такие 
пучки называются [8] обобщенными пучками 
Эрмита-Гаусса. Как видим, они являются част-
ными случаями пучков Куммера-Гаусса. Бандрес 
[8] обобщенные пучки Эрмита-Гаусса называет 
также декартовыми, поскольку исходное парабо-
лическое уравнение записано в декартовой сис-
теме координат. 
Согласно (3.8), для произвольного значения 
индекса ν всегда существуют два независимых 
решения, четное и нечетное относительно Х. В 
литературе, однако, для неотрицательных цело-
численных значений индекса  обычно при-
водится  только одно решение, соответствующее 
функциям Эрмита 
ν n=
2( )nH X . Поэтому остановим-
ся на этом вопросе подробнее. 
Если ( 0,1,2,...),n nν = =  то слагаемые в 
(3.11) обратятся в полиномы Эрмита 2( )nH X±  
первого рода относительно 2X  [11]. Хорошо 
известно, что 2 2( ) ( 1) (
n
n n )H X H− = − X . Тогда 
(3.11) для функции  дает только одно ре-
шение – полиномы Эрмита 
2 2( )h X
2( )nH X  комплексно-
го аргумента 2X  четного ( ) или нечетно-
го ( ) порядков. 
2n m=
2n m= +1
Итак, при 0,1,2,... nν = =  одно из решений 
для скалярной амплитуды  гауссовопо-
добного пучка можно представить через поли-
номы Эрмита (см. также [5], [6], [8], [9]): 
( , )f X L
( )2 / 2
2
1( , ) ( )
n
n
exp X L pLf X L H X
LL
− +⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠ . (3.12) 
Однако формула (3.8) по-прежнему дает два не-
зависимых решения для неотрицательных цело-
численных значений индекса : функцию 
Куммера и функцию Эрмита!  
ν n=
Действительно, при , кроме не-
четного решения (3.12), существует также второе 
решение – четный пучок Куммера-Гаусса 
2n m= +1
( )2 1/21( , ) mexp X L pLf X L
LL





F m X⎛⋅ − −⎜⎝ ⎠
а при 2n m= , кроме четного решения (3.12), пу-
чок Куммера-Гаусса противоположной четности ( )2 1( , ) mexp X L pLf X L
LL
− +⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠  
2
2 1 1 2
1 3, ,
2 2
X F m X⎛⋅ ⋅ −⎜⎝ ⎠
⎞⎟ .             (3.14) 
Пучки (3.13) и (3.14) являются новыми и отсут-
ствуют в [8], [9]. Например, автор работы [8] 
искал решения параболического уравнения в 
виде функций параболического цилиндра, умно-
женных на гауссиан. Поэтому, естественно, что 
пучки Куммера-Гаусса (3.13), (3.14), не выра-
жающиеся через функции параболического ци-
линдра, в [8] отсутствуют. 
Таким образом, при  параксиальные 
двумерные гауссовоподобные световые пучки в 
общем случае являются пучками Куммера-
Гаусса комплексного аргумента 
0c ≠
2X  и комплекс-
ного индекса ν . 
Наибольший интерес на практике представ-
ляют [1], [2] пучки с конечной энергией. Это оз-
начает, амплитуда  такого пучка должна 
быть ограниченной при всех Х и квадратично 
интегрируемой. Анализ условий физической 
реализуемости пучков Куммера-Гаусса (3.8)–
(3.9) показывает, что при  достаточно од-
ного простого ограничения 
( , )f X L
0 0z >
(1 ) 1 2.Re p > −                        (3.15) 
 
4 Пучки Эрмита-Гаусса 
Рассмотрим далее различные частные слу-
чаи обобщенных пучков Эрмита-Гаусса с ком-
плексным аргументом (3.9)–(3.11). 
Пусть переменная 2X  будет вещественной 
при любых Z. Тогда параметр 1 2.p = −  Получа-
ем двумерные стандартные пучки Эрмита-Гаусса 
с вещественным аргументом [1], которые можно 
представить в форме ( )2
2( , ) ( )n
exp X L
f X L H X
L




exp i Ф n⎛⋅ − +⎜⎝ ⎠ 







= =+    , (4.2) 0Ф arc tg Z=
0Ф  – фаза Гуи [1], а  – радиус пучка. w
Поскольку значение 1 2p = −  не удовле-
творяет условию (3.15), второе независимое ре-
шение для целочисленного индекса n не является 
физически реализуемым. Однако для всех ос-
тальных функций Эрмита-Гаусса комплексного 
аргумента 2( )nH X , удовлетворяющих условию 
⎞⎟ ,             (3.13) 
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(3.15), для каждого значения индекса  снова 
существуют два независимых решения.  
ν
При  пучки Эрмита-Гаусса комплекс-
ного аргумента (3.12) сводятся к элегантным 
пучкам Эрмита-Гаусса (eHG) 
0p =
( )2 ( 1) / 2( , ) ( )n nf X L exp X L L H X L− += − ⋅ ⋅⋅ , (4.3) 
впервые введенным Сигманом [6]. 
 
5 Пучки Гельмгольца-Гаусса 
Как уже отмечалось выше, решения диффе-
ренциального уравнения (2.4) качественно раз-
личаются при  и при . Возьмем в (2.6) 
, тогда уравнение (2.4) принимает вид 




1 , 4X X Lq h L h∂ − ∂ =
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0 ,                (5.1) 
где  – некоторый комплексный параметр. По-
ложим 
1q
1 1 1 3( , ) ( ) ( ),h X L h X h L= ⋅                 (5.2) 
тогда переменные разделяются и ( 2 23 1( ) (4 ) ,h L exp K q L= − )
)
1
             (5.3) 
где – постоянная разделения переменных. При 
этом функция  удовлетворяет одномерно-
му уравнению Гельмгольца 
K
1 1( )h X
1 1
2 2
, 1 1 0 .X Xd h K h+ =                    (5.4) 
Решениями последнего уравнения могут быть 
различные функции , например: 1 1(h KX
1 1cos( ), sin( ), exp( ),KX KX iKX±  
1( ), ( 1).sh iKX ch iKX                  (5.5) 
Переходя к новому независимому ком-
плексному параметру , получаем, что 
полная амплитуда гауссовоподобного светового 
пучка при этом будет равна 
1b Kq=
( )21( , ) ( , ) ( / ) (4 )f X L G X L h bX L exp b L= ⋅ ⋅ − , (5.6) 
т. е. в нее входит произведение гауссиана G на 
функцию , являющуюся решением 
уравнения Гельмгольца. Поэтому пучки типа 
(5.6) называются пучками Гельмгольца-Гаусса 
[7]. При  они сводятся к пучкам Лапласа-
Гаусса [7], поскольку тогда (5.4) сводится к 
уравнению Лапласа. 
1( /h bX L)
)
0K =
 Если в качестве функции  в (5.6) 
взять , то приходим к известным пуч-
кам косинус-Гаусса [17]. 
1( /h bX L
cos( / )bX L
 
Заключение 
В данной работе предлагается унифициро-
ванный формализм для решения скалярного 
двумерного параболического уравнения, описы-
вающего параксиальные световые пучки. Для 
этого, после предварительного перехода к без-
размерным переменным, произведена нелиней-
ная замена переменных. Так как итегрируется па-
раболическое уравнение, которое является диф-
ференциальным уравнением второго порядка, то 
общее решение для световых пучков содержит 
две произвольные постоянные (параметры).  
Показано, что характер решений сущест-
венно зависит от введенного параметра с. При 
0c =   получаются гауссовоподобные паракси-
альные пучки, названные пучками Куммера-
Гаусса, поскольку они описываются произведе-
нием функций Куммера и Гаусса. Пучки Кумме-
ра-Гаусса зависят от двух свободных комплекс-
ных параметров: р и ν и являются обобщением 
известных обобщенных пучков Эрмита-Гаусса с 
комплексным аргументом. 
Установлено, что для каждого значения ин-
декса  ν при заданном параметре р всегда суще-
ствуют два типа решения для световых пучков. 
Найдено, что даже при целочисленном неотри-
цательном индексе nν = , наряду с известным 
решением, описывающим пучки Эрмита-Гаусса с 
комплексным аргументом, всегда существует 
второе (новое) решение с тем же самым индек-
сом nν = , характеризующее пучки Куммера-
Гаусса противоположной четности. 
Выявлены взаимосвязи пучков Куммера-
Гаусса с обобщенными, стандартными и эле-
гантными пучками Эрмита-Гаусса. 
Найдены простые ограничения на парамет-
ры, чтобы полученные решения соответствовали 
гауссовоподобным пучкам с конечной энергией, 
или, как говорят, были физически реализуемыми. 
Далее рассмотрен случай, когда . Он 
приводит к обобщенным пучкам Гельмгольца-
Гаусса со свободным комплексным параметром 
, известными представителями которых явля-
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